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В работе вводится класс Φ-триангуляций конечного множества P точек в Rn, ана-
логичных классической триангуляции Делоне. Такие триангуляции строятся исходя из
условия пустого пересечения с множеством P внутренности всякого выпуклого мно-
жества из заданного семейства выпуклых, ограниченных множеств, граница которого
содержит вершины симплексатриангуляции. Втаком случае классическаятриангуля-
ция Делоне соответствует семейству всех шаров в Rn . В статье продемонстрирова-
но использование Φ-триангуляций для получения оценок погрешности аппроксимации
производных C 2-гладких функций кусочно-линейными функциями.
Ключевые слова: триангуляция Делоне, условие пустой сферы, семейства выпук-
лых множеств, кусочно-линейная аппроксимация.
Пусть в Rn задан конечный набор точек P = {pi }, i = 1, ..., N . Для функции f ∈
C 1(Rn) ставится задача о приближенном вычислении ее производных по известным
значениям функции в точках pi . Одним из методов решения такой задачи является
метод, основанный на построении триангуляции T множества точек P – системы
симплексов с вершинами из P , которые попарно не пересекаются по внутренним
точкам. Если такой симплекс S ∈ T имеет вершины pi0 , pi1 , ..., pin ∈ P , то можно най-
ти функцию вида fS(x)= 〈b, x〉+ c такую, что
f (pik )= fS(pik ), k = 0, ...,n.
Тогда приближенным значением градиента ∇ f (x) для точек x ∈ S можно считать
значение градиента этой линейной функции ∇ fS(x). Напомним, что триангуляция
T называется триангуляцией Делоне [1] если выполнено следующее условие пусто-
ты сферы: для всякого симплекса S ∈ T его описанная сфера не содержит внутри
себя точек набора P .
Введем обозначение
δS( f )=max
x∈S
|∇ f (x)−∇ fS(x)| (1)
для абсолютнойпогрешности вычисления градиента на симплексе S указаннымвы-
ше способом.
Рассмотрим в Rn семейство Φ строго выпуклых ограниченных множеств с непу-
стой внутренностью. Пусть S произвольный невырожденный симплекс. Опреде-
лим охватывающее множество B ∈ Φ (если оно существует) из данного семейства
как множество, чья граница содержит вершины симплекса (а, значит содержит весь
симплекс в силу выпуклости B). В общем случае таких охватывающих множеств из
данного семейства Φ может быть несколько.
Определение 1. Рассмотримпроизвольную триангуляциюконечногомножества
точек P ⊂Rn. Будем говорить, что эта триангуляция являетсяΦ-триангуляцией, ес-
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ли для любого симплекса S этой триангуляции внутренность любого охватывающе-
го множества B не содержит вершин других симплексов.
Заметим, что если семейство Φ представляет собой семейство D всех шаров в
Rn, то вышеприведенное определение совпадает с определением триангуляции Де-
лоне. В работе [2] было доказано существованиеΦ-триангуляции конечного множе-
ства точек при условии, что семействоΦ обладает следующим свойством: для любо-
го невырожденного симплекса S в семействе Φ существует, и при том только, одно
охватывающее множество B(S).
В дальнейшем мы будем предполагать, что это условие на семейство выпуклых
множеств является выполненным. В таком случае охватывающее множество будем
обозначать через B(S).
Пример 1. Рассмотрим гладкую, строго выпуклую вниз функцию xn+1 = Ψ(x),
определенную во всем пространстве Rn и такую, что
Ψ(x)
|x| →+∞ при x →∞. (2)
При выполнении этого условия пересечение графика функцииΨ(x) с произвольной
не вертикальной плоскостью Π представляет собой выпуклую компактную (n−1)-
мерную поверхность в Rn+1. Положим для любых x ∈Rn ,r > 0
ΦΨ(x,r )= {y ∈Rn :Ψ(y)≤Ψ(x)+〈∇Ψ(x), y −x〉+ r }. (3)
В силу свойства (2) и выпуклостиΨ(x) множестваΦΨ(x,r ) образуют семейство {ΦΨ}
выпуклых компактных множеств. В [3] было показано, что для всякого невырож-
денного симплекса S можно построить единственное охватывающее множество из
этого семейства. Это множество будем обозначать через BΨ(S). Также введем обо-
значение xΨ = xΨ(S) точки, для которой при некотором r > 0 выполнено BΨ(S) =
ΦΨ(xΨ,r ). Триангуляции, соответствующие такого рода семействам выпуклыхмно-
жеств, называются регулярными триангуляциями [4]. Совпадает ли класс всех Φ-
триангуляций с классом регулярных триангуляций, авторам не известно.
Требование «пустоты» в определении 1 можно несколько ослабить.
Определение 2. Рассмотримпроизвольную триангуляциюконечногомножества
точек P ⊂Rn и некоторое целое неотрицательное k. Будем говорить, что эта триан-
гуляция является Φ-триангуляцией кратности k, если для любого симплекса S этой
триангуляции внутренность любого охватывающего множества B содержит не бо-
лее k вершин других симплексов.
Рассмотрим строго выпуклую и гладкую функцию g :Rn →R для которой выпол-
нено условие (2). Также предположим, что для этой функции найдутся положитель-
ные числа λ,Λ, такие что неравенства
g (x)≤ 〈x− y,∇g (y)〉+Λ|x− y |2, (4)
g (x)≥ 〈x− y,∇g (y)〉+λ|x− y |2 (5)
выполнены для всех x, y ∈ Rn. Заметим, что если для выпуклой функции g (x) вы-
полнено неравенство (5), то для этой функции имеет место свойство (2).
Рассмотрим вRn локально конечноемножество A, являющееся ε-сетьюдля неко-
торого ε > 0. Построим его Φ-триангуляцию T по семейству {Φg }. Следующая тео-
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рема дает оценку погрешности производных для выпуклых вниз функций с указан-
ными выше свойствами на соответствующей этой функции триангуляции.
Теорема 1. Имеет место оценка
sup
S∈T
δS(g )≤C (n)Λ
√
Λ
λ
·ε. (6)
Полученную в теореме 1 оценку можно интерпретировать как погрешность ап-
проксимации нормалей специального случая выпуклых множеств в Rn+1, ограни-
ченных графикомвыпуклойфункции.Отметим, что в [5] – [6] рассматриваютсяпро-
блемы аппроксимации выпуклых множеств многогранниками, однако не исследу-
ется аппроксимация нормалей к границе выпуклого множества.
Пусть B(x, t ) обозначает открытый шар радиуса t > 0 с центром в точке x ∈ Rn.
Неравенство (6), полученное в теореме 1, дает оценку погрешности аппроксима-
ции градиента выпуклой функции в подходящей для этой функции триангуляции.
Однако можно получить аналогичную оценку и для триангуляции, не так сильно
связанной с функцией g (x). Для формулировки нам понадобится следующая вели-
чина
ηk,n = inf
q1,...,qk∈B(0,1)
sup
y0∈B(0,1)
{ρ : B(y0,ρ)⊂B(0,1) \ {q1, ..., qk }}.
Геометрический смысл величины ηk,n состоит в том, что какие бы k точек из B(0,1)
ни взять, найдется открытый шар радиуса ηk,n, лежащий внутри шара B(0,1) и не
содержащий заданных k точек. Ясно, что для всех k,n выполнено ηk,n > 0 и ηk,n → 0
при k →+∞.
Теорема 2. Пусть g : Rn → R строго выпуклая функция, для которой выполнены
неравенства (4),(5). Рассмотрим триангуляцию T локально конечной ε-сети A ⊂Rn,
являющуюся Φ-триангуляцией кратности k относительно семейства {Φg }. Имеет
место оценка
sup
S∈T
δS(g )≤C (n)Λ
√
Λ
λ
· ε
ηk,n
.
В следующей теореме дается оценка погрешности для выпуклой функции на Φ-
триангуляции, построенной по семейству вида (3).
Теорема 3. Пусть g : Rn → R и h : Rn → R строго выпуклые функции, для кото-
рых выполнены неравенства (4),(5) с постоянными λg ,Λg и λh ,Λh соответствен-
но. Рассмотрим триангуляцию T локально конечной ε-сети A ⊂ Rn, являющуюся
Φ-триангуляцией относительно семейства {Φh}. Имеет место оценка
δS(g )≤C (n)Λg
√
Λh
λh
·ε+C (n)Λg |xg (S)−xh(S)|.
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APPROXIMATION OF GRADIENT OF THE CONVEX FUNCTIONS
BASED ON Φ-TRIANGULATION
E.G. Grigorieva, V.A. Klyachin
The class ofΦ-triangulations of a finite set of P points in Rn similar to classical Delaunay triangulation
is introduced. Such triangulations are constructed using the condition of empty intersection with the
set P of the interior of every convex set from a given family of convex, bounded sets whose boundary
contains vertices of the simplex of the triangulation. In this case, the classical Delaunay triangulation
corresponds to the family of all balls in Rn . We use of Φ-triangulations to obtain estimates of the error
of approximation of the derivatives of C 2-smooth convex functions by piecewise linear functions.
Keywords: Delaunay triangulation, empty sphere condition, convex set families, piecewise approximation.
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π1(K )–ГРАДУИРОВАННЫЕ C∗–АЛГЕБРЫ, ПОРОЖДЕННЫЕ
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В работе строится C∗–алгебра над частично–упорядоченным множеством, в каж-
дой точке которого задано гильбертово пространство. Доказывается, что эта ал-
гебра является градуированной по 1-й гомотопической фундаментальной группе дан-
ного частично-упорядоченного множества.
Ключевые слова: C∗–алгебра, градуированная C∗–алгебра, полугруппа путей,
частично-упорядоченное множество, 1-я гомотопическая фундаментальная груп-
па, оператор частичной изометрии.
